   DOWODY MATEMATYCZNE
     Jeżeli chcemy wykazać, że pewna liczba dzieli się przez [image: image2.png]


, musimy wykazać, że jest ona iloczynem liczby [image: image4.png]


i dowolnej liczby całkowitej.

Przykł. Wykaż, że suma trzech kolejnych liczb całkowitych jest podzielna przez [image: image6.png]



[image: image7.png]trzy kolejne liczby catkowiteto: n, n+1, n+2




[image: image9.png]n+n+1+n+2=3n+3




    cnd.

[image: image10.png]Wykaz, ze liczba: 5% + 5% 4 517 jest podzielna przez 31




[image: image12.png]


Wyłączamy przed nawias!

[image: image14.png]Uzasadnij,ze liczba 10™ — 4



  jest podzielna przez [image: image16.png]


, dla każdej dodatniej liczby naturalnej.

[image: image18.png]Po



wykonaniu odejmowania otrzymamy pewną liczbę dziewiątek i ostatnią cyfrę [image: image20.png]



[image: image21.png]Wykaz, ze suma pieciu kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 5.




[image: image23.png]Wykaz, ze suma czterech kolejnych liczb podzielnych przez 3



 jest podzielna przez [image: image25.png]



[image: image26.png]Iloczyn dwéch kolejnych liczb calkowitych jest zawsze podzielny przez 2,poniewaz




[image: image28.png]jeden z czynnikéw tego iloczynu musi byé¢ parzysty:



 [image: image30.png]n-(n+ 1)




[image: image31.png]Przykl. Uzasadnij, ze wyrazenie: n® — n jest podzielne przez 6 dla kazdej




[image: image33.png]


 

[image: image35.png]n—-1)-(n+ n—-1)n-(n+1)



    

     otrzymaliśmy trzy kolejne liczby naturalne; wśród trzech kolejnych liczb naturalnych jedna    

  jest podzielna przez [image: image37.png]


 (są możliwe tylko trzy reszty z dzielenia przez [image: image39.png]



  [image: image41.png](R

0 lub

1 lubR

2



) oraz co najmniej jedna jest podzielna przez [image: image43.png]



Uzasadnij, że iloczyn czterech kolejnych liczb całkowitych jest zawsze podzielny przez [image: image45.png]24.




    [image: image47.png]n-(n+1)-(n+2)-(n+3)



         wśród czterech kolejnych liczb N jedna jest podzielna   

[image: image49.png]


przez [image: image51.png]


co najmniej jedna przez 3, jedna przez [image: image53.png]


.
Wykaż, że iloczyn trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielny przez [image: image55.png]48.




[image: image56.png](2n—2)-2n-(2n+2)=8n°-8n=8n(n*-1)=8-(n—1)-n-(n+1)




Jeżeli pewna liczba całkowita n przy podzieleniu przez[image: image58.png]


 daje resztę [image: image60.png]


, to możemy ja zapisać

 jako [image: image62.png]3n+1



.

Przykł. Wykaż, że suma trzech kolejnych liczb nieparzystych przy dzieleniu przez [image: image64.png]


 daje resztę [image: image66.png]



[image: image67.png]trzy kolejne liczby C nieparzyste

2n+1, 2n+3, 2n+5




[image: image68.png]2n+1+2n+3+2n+5=6n+6+

6(n+1)+3




Wykaż, że suma czterech kolejnych liczb parzystych przy dzieleniu przez [image: image70.png]


 daje resztę [image: image72.png]



W dowodach z wykazywaniem nierówności opieramy się na fakcie, że kwadrat dowolnej liczby rzeczywistej jest zawsze nieujemny.  [image: image74.png]



Przykł. Udowodnij, że prawdziwa jest nierówność [image: image76.png]


 [image: image78.png]n €R




[image: image79.png]—2n+1

n—1)7*=0




Wykaż, że dla każdej liczby [image: image81.png]x € R,



 zachodzi nierówność [image: image83.png]


 

(Jeżeli mnożymy nierówność przez liczbę dodatnią, to znak nierówności się nie zmieni)
Pomnóż obie strony przez [image: image85.png]


, przenieś i wzór skróconego mnożenia.)

Wykaż, że dla każdej liczby [image: image87.png]a €ER



 prawdziwa jest nierówność  [image: image89.png]a(la+3)=a—1




1. Uzasadnij, że suma dwóch liczb dwucyfrowych takich, że cyfra dziesiątek i cyfra jedności pierwszej z nich jest odpowiednio cyfrą jedności i cyfrą dziesiątek drugiej, jest podzielna przez jedenaście.

2. Wykaż, że różnica liczby trzycyfrowej, w której cyfra jedności jest różna od zera, i liczby uzyskanej z tej liczby przez zamianę kolejności jej cyfr jest podzielna przez [image: image91.png]11.




3. Zapisz algebraicznie liczbę:

     – podzielną przez [image: image93.png]



    – podzielną przez [image: image95.png]



   – która z dzielenia przez [image: image97.png]


 daje resztę [image: image99.png]



   – która z dzielenia przez [image: image101.png]


 daje resztę [image: image103.png]



   – która z dzielenia przez [image: image105.png]


 daje resztę [image: image107.png]



4. Wykaż, że różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb nieparzystych jest liczbą podzielną

       przez [image: image109.png]



5. Wykaż, że dla każdej liczby rzeczywistej [image: image111.png]


zachodzi nierówność [image: image113.png]4a* +1 = 4a.




6. Udowodnij, że jeżeli [image: image115.png]


 jest liczbą pierwszą większą od [image: image117.png]


 to liczba [image: image119.png]


 jest podzielna 

    przez [image: image121.png]



7. Wykaż, że suma kwadratów dwóch kolejnych liczb C nieparzystych  jest liczbą parzystą.

8. Wykaż, że różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb C nieparzystych  jest podzielna 

przez [image: image123.png]



9. Wykaż, że różnica kwadratów dwóch kolejnych liczb C  jest liczbą nieparzystą[image: image125.png]



10. Wykaż, że liczba:

  –  [image: image127.png]6-
53 4 5% 455



 jest podzielna przez [image: image129.png]10




   –  [image: image131.png]2-3°%
+ 3¢
+37 438



 jest nieparzysta

   –  [image: image133.png]5-37+2-3%+3-35



 jest parzysta

   –  [image: image135.png]6%° +

3.6
—4

-6'°



 jest wielokrotnością liczby [image: image137.png]


.

11. Wykaż, że jeśli liczby [image: image139.png]aib



 są tego samego znaku, to [image: image141.png]oo
v




12. Uzasadnij, że liczba  [image: image143.png]47
247 4+ 4%
+ 815



  jest podzielna przez [image: image145.png]13.




13. Uzasadnij, że dla każdej dodatniej liczby  [image: image147.png]necC



 liczba   [image: image149.png]3nFz_n¥ip3n _n



  jest wielokrotnością liczby  [image: image151.png]10.




14. Wykaż, że dla dowolnych liczb rzeczywistych [image: image153.png]a,b,c



 prawdziwa jest nierówność

                            [image: image155.png]a’*+ b*+c* z2ab+ac+bc




15.  Wykaż, że dla każdego [image: image157.png]a=>0



 prawdziwa jest nierówność   [image: image159.png]



16. Liczby [image: image161.png]2c—2,¢c+1, 2c¢+2



 są długościami boków trójkąta..  Czy liczba [image: image163.png]


 może przyjmować dowolną wartość ?  Jeśli nie, podaj jaką liczbą może być [image: image165.png]



17.   W trapezie suma miar kątów ostrych przy dłuższej podstawie jest równa [image: image167.png]102°.



 Dwusieczne tych kątów zawierają przekątne trapezu. Oblicz miary kątów trapezu.

18. Uzasadnij, że dwusieczne dwóch sąsiednich kątów równoległoboku przecinają się pod kątem prostym.

19. Udowodnij, że suma długości przekątnych czworokąta wypukłego jest większa od połowy jego obwodu.

20.  Wykaż, że jeżeli przekątna trapezu równoramiennego zawiera się w dwusiecznej jego kąta ostrego, to ramie i krótsza podstawa mają równe długości.

21. Wykaż, że dwusieczne kątów ostrych trójkąta prostokątnego tworzą kąt rozwarty o mierze [image: image169.png]135°.




22. [image: image1.png]


Punkt D leży na boku BC trójkąta równoramiennego ABC, w którym [image: image171.png]|AC]

|BC|.



 Odcinek AD dzieli trójkąt ABC na dwa trójkąty równoramienne w taki sposób, że [image: image173.png]


 Oblicz miary kątów trójkąta ABC.

23. Na jednej prostej zaznaczono trzy punkty, a na drugiej cztery punkty. Ile jest wszystkich trójkątów, których wierzchołkami są trzy spośród zaznaczonych punktów ?

24. Wyznacz wszystkie liczby całkowite [image: image175.png]


 takie, że liczba   [image: image177.png]n+2

—3



jest  całkowita.  [image: image179.png]m-1  n+s

iz

1




25. Pewien graniastosłup ma dwa razy więcej wierzchołków niż pewien ostrosłup. O ile więcej ścian ma ten graniastosłup niż ostrosłup ?

26. Rozstrzygnij czy istnieje wielokąt, w którym równa jest liczba przekątnych i liczba boków.

27. Wykaż, że jeżeli [image: image181.png]u+i €C (a €R/{0})



, to [image: image183.png]a® + €C.




28. Udowodnij, że [image: image185.png]817 —27°— 9%



 dzieli się przez [image: image187.png]45.




29. Wykaż, że jeśli [image: image189.png]a,bceECia<b<c,to





30. Wykaż, że jeżeli  [image: image191.png]



31. Uzasadnij, że jeśli   [image: image193.png](a®* +b*)(c*+d*) = (ac+ bd)* , to ad





32. Wykaż, że dla każdej liczby [image: image195.png]a,b ER



  prawdziwa jest nierówność     [image: image197.png]2 atspt
(ﬂ)sai»n



 .

33. Uzasadnij, że jeżeli [image: image199.png]a+b ia*+b*

,to a*+b*=31



.

34. Uzasadnij, że jeżeli  [image: image201.png]a€R ia*0 ia+-=3,t0 a’+5=7



.

35. Wykaż, że dla dowolnych liczb  [image: image203.png]a,b,c €R



  prawdziwa jest nierówność :

[image: image204.png]a*+b*=2c(a+b—c)




36. Wykaż, że iloczyn dwóch kolejnych liczb parzystych powiększony o [image: image206.png]


 jest kwadratem liczby nieparzystej.

37. Udowodnij, że iloczyn kolejnych liczb naturalnych od [image: image208.png]1do 16,czyli 1-2-3




 , jest podzielny przez [image: image210.png]



38. Wykaż, że dla [image: image212.png]neEN



liczba    [image: image214.png]4"+ 9" + 2. 61



   jest kwadratem liczby C.

39. Rozwiąż równanie    [image: image216.png]


  . Wynik zapisz w postaci  [image: image218.png]3",




40. Wykaż, że środki boków dowolnego czworokąta wypukłego są wierzchołkami równoległoboku.

41. Przekątne trapezu przecinają się pod kątem prostym. Wykaż, że suma kwadratów długości podstaw jest równa sumie kwadratów długości ramion.

42. Przekątne dzielą trapez na cztery trójkąty o rozłącznych wnętrzach. Wykaż, że stosunek pól tych trójkątów, w których jeden z boków jest podstawą trapezu, jest równy stosunkowi kwadratów długości podstaw.

43. Wykaż, że liczba [image: image220.png]3% —2°



 jest podzielna przez [image: image222.png]5i7i19.




